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Abstract. Here is set the algorithm, which reasonably solves Veber problem for n-
sequentially connected chain and finite set of points of location. Сomparison of action period of a 
given algorithm and a model of integer linear programming, which was realized in IBM ILOG 
CPLEX, is carried out. 
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Введение. Рассматривается задача Вебера в дискретной постановке [1] для 

неориентированной n -последовательносвязной цепи и конечного множества позиций 
размещения. Приведем математическую формулировку исследуемой задачи для 
произвольного неориентированного графа. 

Пусть ),( EJG =  – неориентированный граф без петель и кратных ребер, где }{iJ =  

– множество вершин графа, },:),{( JjijiE ∈=  – множество ребер графа G . Пусть V  – 

конечное множество позиций, предназначенных для размещения вершин графа G . 
Размещением вершин графа G  назовем однозначное отображение VJ →:π , то есть 
вершина Ji∈  размещается в позицию Vi ∈ϑ , причем в одну позицию возможно 
размещение нескольких вершин графа. 

Стоимость размещения вершины Ji∈  в множестве позиций V  задается функцией 
+→× RVJp : , где соответственно ),( iip ϑ  – функция стоимости размещения вершины 

Ji∈  в позиции Vi ∈ϑ . Стоимость размещения ребра Eji ∈),(  на 2V  определяется 

функцией +→× RVEc 2: , где ),),,(( jijic ϑϑ  – функция стоимости размещения ребра 

Eji ∈),(  на 2V , при размещении его концевых вершин Jji ∈,  в позициях Vji ∈ϑϑ ,  

соответственно. 
Необходимо разместить вершины графа G  в позициях множества V  таким образом, 

чтобы стоимость размещения графа G  была минимальной. Математическая формулировка 
задачи в терминах отображений имеет вид 

    .min))(,())(),(),,(()(
},{ π

ππππ →∑+∑=
∈∈ JiEji

iipjijicF          (1) 

Задача Вебера в данной постановке, в общем случае, является NP-трудной [1]. Задача 
Вебера исследовалась в различных постановках, в том числе для непрерывной области 
размещения [2], в многокритериальной постановке [3] и др. Известны полиномиально 
разрешимые частные случаи задачи Вебера (1).  

В настоящей работе рассматривается частный случай задачи (1), когда структура связей 
между размещаемыми объектами задается графом, имеющим вид n -
последовательносвязной цепи. Рассматриваемый частный случай имеет большую 
практическую значимость, так как структура многих производственно-технологических 
процессов в топливно-энергетическом, металлургическом, машиностроительном и др. 
комплексах может быть представлена n -последова-тельносвязной цепью. 
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Определение и свойства n-последовательносвязной цепи 
Пусть )( jN  – множество вершин графа ),( EJG = , смежных с вершиной j . Пусть 

)(Gϕ  – плотность графа G . Будем полагать, что на множестве J  введена нумерация и 
каждая вершина отождествлена с присвоенным ей номером. 

Определение. Связный граф ),( EJG =  называется n -последовательно-связной 
цепью ( n -sequentially connected chain), если на множестве его вершин можно задать такую 
нумерацию, что для любой вершины графа G  с номером j , имеет место равенство 

.1)(:|}|,...,2,1{)}(),...,1(),1(),...,{()( −=∩++−−= GnJnjjjnjjN ϕ  
Отметим, свойства n -последовательносвязной цепи подробно рассмотрены в [4], в 

частности доказано, что n -последовательносвязная цепь является триангулированным 
графом  и представляет собой частный случай k -дерева.  

Алгоритм решения задачи Вебера для  n-последовательносвязной цепи 
Обозначим тройкой ),,( FVG  рассматриваемую задачу Вебера (1), где ),( EJG =  – 

n -последовательносвязная цепь (далее n -пс цепь), V  – конечное множество позиций 
размещения и F  – функция стоимости размещения графа G . Предлагается 
квазиполиномиальный алгоритм ScChWPA (Sequentially connected Chain Weber Problem 
Algorithm), основанный на динамическом программировании (ДП), находящий 
оптимальное решение задачи ),,( FVG . 

Идея алгоритма ScChWPA заключается в следующем. На множестве вершин n -пс 
цепи G  задается нумерация. Каждая вершина графа отождествляется с присвоенным ей 
порядковым номером. Процесс решения задачи ),,( FVG  разбивается на 2)|(| +−nJ  
шагов процесса ДП.  

Введем следующие обозначения. Пусть ))(),(()( iEiJiG =  – подграф графа G , 

индуцированный вершинами, номера которых принадлежат множеству },...,2,1{ ni + . 

Пусть iK  – клика подграфа )(iG  размера n , номера вершин которой принадлежат 

множеству },...,2,1{ niii +++ . Пусть )}({)( ii KK ππ ′=  – множество всех однозначных 

отображений вершин клики iK  в множестве V . 

Обозначим )}()(:))(({)( iii KKKViV πππ ∈′′= – множество состояний процесса ДП 

на шаге i , где под состоянием ))(( iKV π ′  понимается оптимальное размещение вершин 

подграфа )(iG  в множестве позиций V , когда размещение вершин его клики iK  в 

множестве V  равно )( iKπ ′ . Определяется функция Беллмана )(⋅if  для процесса ДП 

решения задачи ),,( FVG . Значение функции )))((( ii KVf π ′ , вычисленное на шаге i  

процесса ДП для некоторого состояния )())(( iVKV i ∈′π , есть стоимость оптимального 

размещения подграфа )(iG  в множестве позиций V , когда размещение вершин клики iK  

в V  равно )( iKπ ′ . 
 
АЛГОРИТМ ScChWPA. 
Шаг 0 (начальный) процесса ДП. 
Шаг 0.1. Определить подграф )0(G ; определить клику 0K ; 

Шаг 0.2. Определить множество )}({)( 00 KK ππ ′= ; 

Шаг 0.3. Определить множество )}()(:))(({)0( 000 KKKVV πππ ∈′′= .  
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Шаг 0.4. Для каждого состояния )0())(( 0 VKV ∈′π  вычислить соответствующее 

значение функции Беллмана )))((( 00 KVf π ′  по формуле 

.),),,((),()))(((
)(,

,,
)(

,
00

0
0

0
0

∑+∑=′

′∈
∈

′∈
∈

K
Ksj

sj

K
Kj

j

sjj

sjcjpKVf
πϑϑπϑ

ϑϑϑπ  

Перейти на шаг 1 процесса ДП. 
Шаг )|(|1: nJii −≤≤  процесса ДП. 

Шаг i .1. Определить подграф )(iG ; определить клику iK . 

Шаг i .2. Определить множество )}({)( ii KK ππ ′= ; 

Шаг i .3. Для каждого Vi ∈ϑ  и любых )()( ii KK ππ ∈′  определить множество 

)),(( iiKT ϑπ ′  оптимального размещения вершин подграфа )(iG  в множестве позиций V , 

когда его вершина с номером i  размещена в позицию iϑ , а размещение вершин клики 

)(iJKi ∈  в V  равно )( iKπ ′ : 

}),/{)(()(:}{))(()),(( 11 niiiiniiii KKKVKT +−+− ′∪=′∪′=′ ϑπϑπϑπϑπ  

где 1−∈ iKi  и iKni ∈+ , причем )( 1−′∈ ii Kπϑ  и )( ini Kπϑ ′∈+ . 

Шаг i .4. Для каждого множества размещения )),(( iiKT ϑπ ′ , определенного на шаге 

i .3, вычислить значение функции ))),((( iiKTR ϑπ ′  стоимости соответствующего 
размещения по формуле 

++=′ + ),())),((( niii nipKTR ϑϑπ  

))),(((),),,(( 11
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где размещение })/{)(()( 1 niiii KK +− ′∪=′ ϑπϑπ  и )( 1−′∈ ii Kπϑ , )( ini Kπϑ ′∈+ . 

Шаг i .5. Определить множество )}()(:))(({)( iii KKKViV πππ ∈′′=  состояний 

процесса ДП на шаге i , где некоторое состояние )())(( iVKV i ∈′π  определяется согласно 
формуле 

))}.),((({minarg))(( ii
V

i KTRKV
i

ϑππ
ϑ

′=′
∈

   (2) 

Шаг i .6. Для каждого состояния )())(( iVKV i ∈′π  вычислить значение функции 

Беллмана )))((( ii KVf π ′  по формуле 

))}.),((({min)))((( iiVii KTRKVf
i

ϑππ
ϑ

′=′
∈

 

Перейти на шаг 1+i  процесса ДП. 
Шаг 1)|(| +−nJ  (конечный) процесса ДП. Найти оптимальное размещение *π  

вершин графа G  в множестве позиций V  по формуле 
))}.(({minarg* ||

)()( ||||
nJ

KK
KV

nJnJ
−

∈′
′=

−−

ππ
ππ

   (3) 

Стоп. 
Вычислительная сложность предложенного алгоритма ScChWPA не превосходит 

))|(||(| 1 nJVO n −⋅+  операций. Пространственная сложность алгоритма равна )|(| 2+nVO  
памяти.  
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Теорема. Алгоритм ScChWPA находит точное решение задачи Вебера ),,( FVG , где 

G  – n -пс цепь, V  – конечное множество позиций размещения. 
Алгоритм ScChWPA, находящий точное решение задачи ),,( FVG , является 

квазиполиномиальным, поскольку при некотором фиксированном значении входного 
параметра n , он оказывается полиномиальным. 

Вычислительный эксперимент 
Алгоритм ScChWPA был реализован на ЭВМ. Проведен вычислительный 

эксперимент по анализу его эффективности. Для оценки эффективности алгоритма 
использовался программный пакет IBM ILOG CPLEX Optimization Studio 12.2 (решение 
модели целочисленного линейного программирования (ЦЛП) задачи Вебера алгоритмом 
ветвей и границ с ограничением по времени работы). 

Для проведения эксперимента был случайным образом с равномерным 
распределением сгенерирован класс задач, состоящий из серий, каждая из которых 
включала 30 задач одинаковой размерности.  

Результаты вычислительного эксперимента приведены в таблице, где t  – среднее 

время работы предложенного алгоритма (сек.); f  – среднее время работы модели ЦЛП 
(сек.), реализованной в IBM ILOG CPLEX. 

 
Таблица.  

Результаты вычислительного эксперимента 
 

Величина n 
Размерность задачи 

 J=5,V=5 J=10,V=10 J=20,V=20 J=40,V=40 J=100,V=100 

n=1 t  0,0016 0,0044 0,0233 0,2379 3,3854 
f  0,1421 0,5342 13,1563 – – 

n=2 t  0,0213 0,0264 0,5964 9,5264 374,5622 
f  0,1525 0,5719 12,4813 – – 

n=3 t  0,0931 0,3526 11,9642 383,2657 – 
f  0,1424 0,6391 17,5722 – – 

n=4 t  0,1762 3,2752 39,5721 – – 
f  0,1121 0,9877 17,3413 – – 

n=5 t  0,2651 39,4758 – – – 
f  0,1499 1,0012 17,4887 – – 

«–» решение не удалось получить за приемлемое время (1000 сек.) 
 
Для задач Вебера для n -пс цепи размерности 40||,40|| == VJ  и выше не удалось 

получить решение с помощью модели ЦЛП, реализованной в среде IBM ILOG CPLEX, за 
приемлемое время для любых значениях параметра n , притом, что среднее время решения 
задач Вебера такой размерности для 1(2)-пс цепи с помощью предлагаемого алгоритма не 
превысило одной (десяти) секунд соответственно. 

Применение алгоритма ScChWPA для решения задачи Вебера для n -пс цепи при 
4≥n  нецелесообразно, так как время работы данного алгоритма превосходит время 

работы модели ЦЛП в среде IBM ILOG CPLEX. Установлено: чем меньше величина n  и чем 
больше количество вершин размещаемого графа, тем алгоритм ScChWPA более 
эффективен по сравнению с алгоритмом ветвей и границ. 
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Аннотация. Предлагается алгоритм, находящий точное решение задачи Вебера для 
n-последовательносвязной цепи и конечного множества позиций размещения. Проведен 
вычислительный эксперимент по анализу эффективности предложенного алгоритма в 
сравнении с пакетом IBM ILOG CPLEX. 
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